Distribucion binomial y distribucién Poisson

Teorema
Sea X una v.a. con distribucion binomial y funcion de
probabilidad:

f(x;n,p):( pX(1—p)"* x=0,1,2,....,n

n—x)ix!

Siparan=1,2,... larelacion p= 1/n es cierta para alguna
constante A > 0, entonces

A9 x
lim f(x;n,p):e l}L
N — oo x!
p—0

x=0,1,2,...



Prueba del teorema

Primero consideramos la funcion de probabilidad de la
distribucién binomial

n!
f(x;n,p) = mp( -p)"

n(n—1)(n—=2)...(n—x+1)(n—=x)! (np)* (1 —p)"
(n—x)!x! . (1-p)¥

n(n—1)(n—=2)...(n—x+1) (L)X (1 —p)™w/P
nx xt (1—-p)©

nn-1n-2 n-x+12*(1-p*P
nn n 7 n x!' (1-p)

- 1(1—%) (1_%>.,,<1_ . )7;(1(—1_)pf)tip




Prueba del teorema

Primero recordamos la siguiente ley para el limite

Ley del producto para limites

Sean f(x) y g(x) dos funciones y sea c € R.

Si tanto el limite lim f(x) como el limite lim g(x) existe,
X—C X—C

entonces
lim f(x)g(x) = I|m f( ) lim g(x)

X—C X—C

Anélogamente, si los limites )![Qo f(x)y )!l_rgog(x) existen,

entonces
lim f(x)g(x) = lim f(x) I|m 1 9(x)

X—3o0 X—yo0



Prueba del teorema

Tenemos que determinar el siguiente limite:
;1Y (4.2 Jox=1\ A —p)*-P
n n)\" n ) xt (1-p)

lim  f(x;n,p)= lim
n— oo n— oo
p—0 p—0

Primero consideramos la parte que soélo involucra a n:
1 2 X —1

li 1—=){(1—=)... ([1——)=(1-0)(1-0)...(1-0) =1

im (1-2) (1-2) . (1- 20 ) =0 -0)1-0)...1-0)

De la misma manera tenemos que

lim(1—p)*=(1—-0)(1-0)...(1-0)=1
p—0



Prueba del teorema

Ahora como lim (14 ¢)'/¢ = e, entonces lim(1 —p) /P =e
£—0 p—0
por lo que

im (1 — p) /7P = fim ((1 —p)—W)*l:e—A

p—0

Por la ley del producto para el limite

X ﬁlJID;]O(-l_ ) e
nli_}rnoo f(x;n,p) = j,lﬂlo_%) (1_%> (1_ ”1>AI_>mo(1—)

p—0




Prueba del teorema

Solo falta considera los casos particulares x =0y x = 1.

x=0:
n! n!
f(O;n>p) = (n_0)|0|p0(1 _p)nio = m‘l(‘l _p)np/p

= (1-pP = ((1-p)") "

Como n no aparece en la expresion algebraica basta
considerar el limite cuando p — 0:

; . — R o N A
lim #(0:n,p) = lim ((1—p)~") e
e )0

0!



Prueba del teorema

x=1:
n! (1-p)"

f(1;n,p) = mlﬂ“ —-p)"" =np (—p)

=P (—p ((1-p) P

(1-p) (1-p) (1-p)

Como n no aparece en la expresion algebraica basta
considerar el limite cuando p — 0:

lim ((1 —p)‘””)_)L
lim f(1;n,p) = AP° - 25
p—0 - (1-p) 1

lim
p—0
e A1
1!



