Funcion generadora de momentos

Sea X una variable aleatoria discreta X.

Si para algun h > 0 se tiene que el valor esperado E[e*X] existe
para todo t € (—h, h), entonces podemos definir la funcion
generadora de momentos de X:

mx(t) = E[e™] = } " P(X = x) (1)
X
La condicion de la existencia del valor esperado E[e'X] para

todo t € (—h, h), para algun h > 0 es necesaria para que myx(t)
sea diferenciable en t = 0.

Se puede probar que si existe la funcién generadora, entonces
es Unica y determina completamente la distribucién.



Funcion generadora de momentos
Recordamos el siguiente resultado de calculo

Lema

Si la funcion g(t) = Y xex f(x, t) converge para todo t € (—h, h)
para algun h > 0, entonces existen las derivadas de orden n de
g(t) paratodo t € (—h, h) y para todo n entero positivo y

d'g(t) _ - d'Fx.1)
ar L dtr

xeX

Usando el lema y la funcién de a esperanza, tenemos que:

Lema *

Si para algun h > 0 la funcién ¥, X P(X = x) converge para
todo t € (—h, h), entonces existen las derivadas de orden n de
g(t) paratodo t € (—h, h) y para todo n entero positivo y

dr ext
Z dt’ = X)

xeX

drE[etX]
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Funcion generadora de momentos

Teorema
Si la funcién generadora de momentos existe para todo t en un

intervalo alrededor del cero, entonces existen todos los
momentos alrededor del cero.

Demostracion:

amx(t)  _ d o - 9o i _ v 9.
g~ atlel = e = L5etPK)
= Y xe*P(x)

Si evaluamos la primera derivada en t = 0 obtenemos:

dmx(t) — ¥ xeP(x) = YLxP(x) = E[X] = u.
at |, X t=0 X




Funcion generadora de momentos

Para la segunda derivada de la F.g.m. alrededor del cero:

dsz (t) d2 tX d2 tx d2 tx
= — - 2 = v & oixp
ar aztle’] az = Fx) L P

= Y x2e*P(x).

Si evaluamos la segunda derivada en t = 0 obtenemos:

2
IO yxeerp| = yx2P(x) = EX?] =
dt t=0 X t=0 X



Funcion generadora de momentos

En general para la r-ésima derivada de la F.g.m. alrededor del
cero:

dmx(t)  d X _ d_r txp _ d_ ix
dt’ - dtrE[e] = Ye*P(x) = ; e”P(x)

di"’x dt’

= Y x"e¥P(x).

Si evaluamos la r-ésima derivada en t = 0 obtenemos:

r
d"mx (1) = Yx"e*P(x) = LxX'P(x) = E[X = u.
at’ t=0 X t=0 X



Funcion generadora de momentos centrales

La funcion generadora de momentos centrales, denotado
por my_,(t), es el valor esperado de e/*~#) donde X es una
variable aleatoria y u es su media.

La funcidén generadora de momentos centrales existe si el valor
esperado existe para cualquier valor de t en algun intervalo
abierto alrededor de u y se define como

Mix_ (1) = E[eX 1] =} ™M P(X = x)
X



Funcion generadora de momentos centrales

De manera anéaloga al caso de la funcion generadora de
momentos al rededor del cero, tenemos que

Teorema

Si la funcién generadora de momentos centrales existe para
todo t en un intervalo alrededor de la media, entonces existen
todos los momentos alrededor de la media.

dImyut) Ay O
@~ ot ) = Tom

— Y(x - p)elmP(x).

el p(x)

Si evaluamos la r-ésima derivada en t = 0 tenemos que

d"mx_ (1)

G| = T PR = B =



Ejemplo 1

Calcula la funcién generadora de momentos de la variable
aleatoria X cuya distribucion se encuentra en la tabla.

X 01 ]2
P(X=x)| 020305

Solucion:
mx(t) = E[e%] = Y§e™P(X =x)
= e"P(X=0)+e""P(X=1)+eP(X =2)

= 0.2+0.3e'+0.56%



Ejemplo 2

Calcula la funcién generadora de momentos y el primer
momento alrededor de cero de la variable aleatoria X cuya
funcién de probabilidad f(x) dada por

-9 x
© f A>0, x=0,1,...
f(x) = X
0 e.o.c.
Solucion:
Primero recordamos que
oo Xn
X —_ _
=) 5 (2)

i
o



Ejemplo 2 cont.

Ahora podemos determinar
la funcion generadora de momentos de X:

oo etxef/lkx ) oo etxkx
mx(t) = E[e¥] = P LA Vi
t9 \Xx
a2 (eh) A aret _ QA1)
= e )EO*X! = e (e ) = e

La ultima igualdad es consecuencia de la ecuacion (2).

Para encontrar E[X] (el primer momento alrededor de cero) de
X, derivamos la funcién generadora de momentos con
respecto a t y evaluamos en t = 0.

dmy(t) PR PVICESD —2e%er-1) — ).



