Momentos de una variable aleatoria

Los momentos de (una distribucion de probabilidad de) una
variable aleatoria X son medidas que describen las
caracteristicas de (la distribucion de) la variable aleatoria X.

Proporcionan informacion acerca del comportamiento de
algunas medidas de localizacién de la distribucién de X.

Distinguimos principalmente entre los momentos alrededor del
cero o alrededor de u (la esperanza de X), pero se pueden
definir momentos alrededor de cualquier punto.

El estudio de los momentos tiene mucha utilidad cuando no se
conoce la distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria.

Los resultados estan sujetos a la existencia de las sumas
(series) correspondientes.



Momentos al rededor del cero

Sea X una variable aleatoria discreta.
El r-ésimo momento alrededor del cero se define como:

4 = E[X] = ¥ x"P(x). (1)

El primer momento alrededor del cero es la media, o el
valor esperado, es decir

uy = E[X]=p.

La media es una medida (un nimero) que cumple que los
valores de la variable aleatoria tienden a agruparse alrededor
de ella.

Por eso es una medida de tendencia central.



Momentos al rededor de la media

Sea X una variable aleatoria discreta.
El r-ésimo momento central es el r-ésimo momento
alrededor de la media u y se define como:

pr=E[(X—pu)T= Y (x —n)"P(x). (@)

X

El momento central cero de una variable aleatoria es uno:
Ho = E[(X — )’ = E[1] =1.
El primer momento alrededor de la media u es cero:
wr = E[(X—p)'] = E[X —u] = E[X] - n =0.
El segundo momento alrededor de la media u es la varianza:

p2 = E[(X — p)?] = Var(X) = E[X?] - E2[X] = pp — n®.



Tercer momento central

Por el Teorema del Binomio sabemos que

(X_»u)r = Z(_1 )ii!(,;i)!“ixrii'

Por las propiedades de la esperanza tenemos que

pr=E(X-w)T = Xl o(-1)5 (r)| 'EIXT]

:ZIO( )I( )»u“r/

Para el tercer momento central tenemos que

us =y —3upy +2u°.



Tercer momento central

Si una distribucion de probabilidad presentan un sélo pico,
el tercer momento proporciona informacién de su asimetria:

La magnitud del tercer momento central depende de la
magnitud de la variable aleatoria.

El coeficiente de asimetria es una medida de asimetria
estandarizada con respecto la dispercién de la distribucion:

o =25 (4)
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Tercer momento central

La distribucion es asimétrica negativa si az < 0;
La distribucion es simétrica si oz = 0;

La distribucion es asimétrica positiva si oz > 0.
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oz <0 (04}

Figure: Coeficiente de simetria oz y su efecto en la distribucion.



Cuarto momento central

Por el Teorema del Binomio y propiedades de la esperanza:

r

= E[(X—pu)" Z—)’ ')uur,

Para el cuarto momento central tenemos que

Ma = iy — 4y +6uu; — 3u®. (5)

Si una distribucion de probabilidad presenta un solo pico,
el cuarto momento proporciona informacién de su curtosis.

El coeficiente de curtosis mide la curtosis estandarizada
respecto a la dispercion de la distribucion.

oa="3 (6)
M2



Cuarto momento central

El pico de la distribucion es relativamente plana si a4 < 3;

El pico de la distribucién no es ni muy alto ni muy plano
(mesocurtica) si a4 = 3;

El pico de la distribucion es relativamente alto si oy > 3.

as <3 a,=3

I

Figure: Coeficiente de curtosis a4 y su efecto en la distribucién.




Ejemplo

Dos vendedores visitan de 0 a 8 clientes por semana.
Sean X'y Y las variables aleatorias respectivamente.

Los valores de las probabilidad para X y Y estan en las tablas.

x | 0 | 1 2 | 3 4 ] 5] 67 |8
P(x) | 0.02 | 0.09 | 0.21 | 0.28 | 0.23 | 0.12 | 0.04 | 0.01 | 0
y 1 0 | 1 2 | 3 4 ] 5] 67 |8
P(y) | 0.06 | 0.21 | 0.28 | 0.24 | 0.13 | 0.05 | 0.02 | 0.01 | 0

Determina la media, la desviacién estandar, el coeficiente de

variacién, asimetria y curtosis de cada variable aleatoria y
compara los resultados.




Solucién para la variable aleatoria X

P(x) | 0.02 | 0.09 | 0.21 | 0.28 | 0.23 | 0.12 | 0.04 | 0.01 | O

p(X) = (0)(0.02) +(1)(0.09)--- +(7)(0.01) +(8)(0) = 3.18;
ub(X) = (0)2(0.02) + (1)2(0.09) - - + (7)2(0.01) + (8)2(0) = 12.06;
ps(X) = (0)3(0.02) + (1)3(0.09) - - + (7)3(0.01) + (8)3(0) = 51.12;

py(X) = (0)*(0.02) + (1)*(0.09) - - + (7)*(0.01) + (8)*(0) = 235.86;



Solucién para la variable aleatoria X

X 0 1 2 3 4 5 6 7
P(x) | 0.02 | 0.09 | 0.21 | 0.28 | 0.23 | 0.12 | 0.04 | 0.01 | O

(o)

1(X)=3.18; up(X)=12.06; wj(X)="51.12; u,(X)=235.86;
po(X) = pb — u? =12.06 — (3.18)% = 1.95;

ps(X) = pg — 3uus +2u3 = 0.3825;

1a(X) = py —4upis + 6pPp; — 3u* = 10.565;

oy = VTO5—=13964: Vy— X _ 139644 1391,
Ux 3.18
us(X)  0.3825
X) = - — 0.1405;
%00 = a0 ~ T g5 ~ 10
aa(X) = HaX) 10565, 2764,

 (ue(X))2 - 1.982



Solucién para la variable aleatoria Y
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Usando los mismos procedimientos obtenemos los siguientes
resultados para la variable aleatoria Y

u(Y)=2.45; uh(Y)=28.03; uj(Y)=231.25; u,(Y)=138.59;
up(Y) = Var(Y)=2.03; us(Y)=16418; us(Y)=13.3504;

oy = 1.4247; Vy =0.5815; ag(Y) = 0.428;
og(X) = 2.2241.



Comparativo entre las medidas de las variables
aleatorias Xy Y

L [ x [ ¥y JL [ X [ Y ]
u || 318 | 245 V ][ 0.4391 | 0.5815
Var | 195 | 2.08 | |as || 0.1405 | 0.428
o |[1.3964 | 1.4247 | [(a, || 2.7784 | 2.2041

El agente X visita en promedio mas clientes que el agente Y.

El coeficiente de variacion es menor para X que para Y, los
datos de X estan agrupados mas cerca de su media que los

datos de Y.

El coeficiente de asimetria og es positivo para X y para Y,
ambas tiene una distribucion asimétrica positiva. Hay mas
datos mayores a la media que datos menores a la media.

El coeficiente de curtosis a4 es menora 3 para Xy para Y,
para ambas el pico de la distribucion de X es relativamente
plana. Hay relativamente pocos datos al rededor de la media.



