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Aplicaciones

Matriz de Casorati

Dadas tres senales en S, digamos {uy}, {vr}, {wi}. Un criterio para determinar si son linealmente
independientes o no, es analizar la matriz de Casorati, dada por

Uk Vg Wi
Uk+1 Vg4+1 Wil
Uk4+2 Vp4+2 W42

Si la matriz de Casorati es singular, las sefiales asociadas pueden ser o no linealmente dependientes
(por ejemplo, si tomamos yx = k? y 2z = 2k|k|). sin embargo, si todas las sefiales son solucién del
mismo sistema homogéneo de ecuaciones en diferencias, se tiene que la matriz de Casorati es invertible
para toda k y las sefiales son linealmente independientes o bien la matriz de Casorati es singular y
las senales son linealmente dependientes.

Definicién 1. Dados escalares ay, . . ., a,, con ag y a, distintos de cero, y una senal {zx}, la ecuacion
A0Yk4n + Q1Yk4n—1+** + Gn_1Yk41 + AnlYx = 2k, para toda k

se denomina ecuacion lineal en diferencias (o ecuacién de relacién de recurrencia) de orden n. Por
simplicidad, el coeficiente ag se toma con valor 1. Si la sucesién zp = 0 para toda k, entonces es una
ecuacién homgénea.

Ejemplo 1. En procesamiento de sefiales, una ecuacion en diferencias como en la definicion, describe
un filtro lineal, donde aq, . .. ,a, corresponden a los coeficientes del filtro. Supongamos que se alimenta

con dos senales un filtro
Ye+2 | Yk+1 Yk

+ + =z
2v2 2 op F

o bien podemos escribir
0.5’5yk+2 + 0.5yk+1 + 0.35yk = Zk

Analizar la ecuacion.

Figura 1: Dos senales distintas en un filtro

Ejemplo 2. Generalmente las soluciones de una ecuacion en diferencias homogénea tienen la forma
yr = ¥, para alguna k entero. Hallar algunas soluciones de la ecuacion

Yk+3 — 2Yk+2 — SYk+1 + 6yx = 0, para toda k.
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Conjuntos solucién de ecuaciones lineales en diferencias
Considera una funcién T': S — S, la cual transforma la senal {y;} en la senal {wy}, mediante
Wi = Yhtn + Q1 Yk4n—1 +* + CGn-1Yk+1 + @nYi (1)

No es dificil ver que T' es una transformacién lineal. En consecuencia, el conjunto solucién de la
ecuacién homogénea

Yktn + Q1Yksn—1+ -+ @n_1Ykt1 + apyr = 0 para toda k (2)

corresponde al kernel de T', por lo que es un subespacio de S. Cualquier combinacion lineal de soluciones
es de nuevo una solucién.

Teorema 1. Sia, #0 y si {2z} es dada, la ecuacion
Yh+n + Q1 Yktn—1 + -+ + Gpn-1Ykt1 + anyk = 2k para toda k (3)

tiene una Unica solucion siempre que Yo, ..., Yn—1 €Stén especificados.

Teorema 2. El conjunto H de todas las soluciones de una ecuacion lineal homogénea en diferencias
de orden n

Yk4n + Q1 Yktn—1 + -+ + Gn—1Yk+1 + @y = 0 para toda k (4)

es un espacio n- dimesional.

Ejemplo 3. Encuentra una base para el conjunto de soluciones de la ecuacion en diferencias

Yk+3 — 2Yk+2 — OYk+1 + 6y =0



