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Numeros Complejos C.

El propésito de esta seccién es estudiar el Campo de los
ntimeros complejos. En este nuevo conjunto se puede resolver
el problema de calcular /—z para z > 0, esto es, la ecuacién
2% 4+ 1 =0, tiene solucién.

Los nuimeros complejos que denotaremos por C, se pueden
definir a partir del conjunto de los nimeros reales, esto es

C={(a,b):a,beR}.

De esta manera se puede representar a los nimeros complejos
como vectores en el plano cartesiano, donde las operaciones
de suma y producto estan definidas mediante:

Dados los nimeros complejos u = (a,b) y v = (¢, d)
entonces
u+v:=(a,b)+ (¢,d) =(a+¢,b+d)
u-v:=(a,b)- (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Con las operaciones anteriores, C es un campo, donde apra
cualquier niimero complejo z = (a, b) se tiene que

L1 a -b
- a2+b2’a2+b2

En este campo, no hay orden dada la estructura vectorial
del mismo, es decir que el orden no es compatible con las
operaciones definidas; sin embargo existe un elemento llama-
do parte imaginaria definido por ¢ = (0,1), el cual tiene la
propiedad de que

i = (0,1)-(0,1) = (—1,0) := —1.

Dado z = (a,b) € C entonces

z=a+1b
= r(cosf + isin@)

= re®,

Donde r = Va2 + b2, 6 = arctan(b/a).

Definicion 1. El médulo de un niumero complejo
z = a+1b estd dado por

r=|z |= Va2 + b?

Definicién 2. El conjugado de un numero complejo
z = a+ ib estd dado por

zZ:= (a+1ib) = a — ib.

Teorema 1 (Férmula de Demoivre). Sea z =
r(cos@ + isin6) un nimero complejo, entonces para
toda n € Z se tiene que

2" = r"[cos(nd) + isin(nb)].

Con la férmula anterior se pueden obtener las distintas
raices de un ntmero complejo no nulo; es decir, se desea
determinar todos los niimeros complejos tales que w" = z,
donde z = re*, entonces

Corolario 2. Las n-ésimas raices de z estan dadas

por
(0+27rk>}
n =2~
n

Anillo de Polinomios K(x).

2
wp = Yr {cos (W) + isi

Si K es un campo, por ejemplo Q,R,C o Z, con p un
nimero primo, un polinomio con coeficientes en K es una
expresion de la forma

f(@) = apnz™ + an_12™ 1 4+ - + a12 + ao.

Con a; € Ky n > 0 un entero.

Definicién 3. En K(z) se tienen la suma y el pro-
ducto. Si f(z),g(z) € K(z) son tales que:

f(@) = anz" +an 12" '+ +arz +ag

9(x) = bpx™ + bp_12™ 1 + - 4 by + by
entonces

f(fE) +g($) = (a/n +bn)xn + ttt + (al + bl)l’ + ap —|— bo,
f(@) - g(x) := aobo + (agb1 + a1bo) + - - + cpx® + - -

Cp = Z aibj.

itj=hk

donde

Con las operaciones anteriores, el conjunto K(z) es un ani-
llo conmutativo con unidad y dominio entero.



Definicién 4. Si f(z) = apa™ + -+ a1z + a9 # 0
es un polinomio no nulo, su grado se define como

gr(f(z)) :==n, sia, #0.

Proposicién 1 (Algoritmo de la divisién). Sea K un
campo y f,g € K(x), con g(x) # 0. Entonces, existen
polinomios tinicos q(x),r(x) € K(z) tales que

f(@) = g(x)q(x) + r(z);

con r(x) =0 o bien gr(r(x)) < g(x).

Anélogamente al conjunto de nimeros enteros, un polino-
mio p(z) € K(x) es primo o irreducible si no es constante y
sus unicos divisores son elementos invertibles (es decir, cons-
tantes a # 0 en K) o asociados de p(x) (es decir, polinomios
de la forma ap(z) con o € K — {0}).

Para cada a € K se define

flo) =ap+ama+---+a,a"” €K

un elemento o € K se llama raiz o cero del polimonio f(x)
si satisface f(«) = 0.

Teorema 3 (Fundamental del Algebra). Sea f(x) €
K(z) un polinomio de grado n > 1. Entonces, el
numero de raices de f(x) en K, contando su multi-
plicidad, es menor o igual al grado del polimonio.
Mads aun, st ai,...,a, € K son todas las raices de
f(z) en K, con multiplicidades my, ..., m,, respecti-
vamente, entonces

fl@) = (z =)™ - (x — o)™ g (),

donde g(x) € K(x) no tiene raices en K.
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